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Enoncé :

Soit f € L(E) un endomorphisme. Alors f est semi-simple si et seulement si le polynéme minimal
de f est sans facteur carré.

On rappelle avant quelques notions :

Définition 1 : Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit f € L(E). On dit
que f est semi-simple si tout sous-espace vectoriel stable par f admet un supplémentaire stable par

f.

Lemme ( des noyaux ) 2 : Soit P = P;...P, € K[X] tel que les polynoémes P; soient deux a deux
premiers entre eux. Alors pour tout endomorphisme f de E, on a ker(P(f)) = @;_, ker(Pi(f)). En
particulier si P annule f, alors E = @, ker(Pi(f)) est les projecteurs associés sont dans KJ[f].

Résolution :

Lemme 3 : Soit F' un sous-espace vectoriel stable par f, et soit g = fjp. Si f est semi-simple,
alors g est aussi semi-simple.

Démonstration :  Soit G un sous-espace vectoriel de F' stable par g. En particulier, G est
un sous-espace vectoriel de F stable par f. Si f est semi-simple, il existe donc H un sous espace
vectoriel de F, supplémentaire de G dans E, qui est stable par f. Ainsi, H N F' est un sous-espace
vectoriel de F' stable par g, supplémentaire de GG dans F, ce qui prouve la semi-simplicité de ¢g. [

Lemme 4 : Soit uy = P...P% la décomposition en irréductible de p; dans K[X], et soit
E; = ker(P(f)). Alors f est semi-simple si et seulement si g; = f|, est semi-simple pour tout
ie[1;r].

Démonstration : Si f est semi-simple, alors comme E; est stable par f, on a g; qui est semi-simple
pour tout i € [1;7] d’aprés le lemme précédent.

Réciproquement, supposons que g¢; soit semi-simple pour tout i € [1;7]. Soit F un sous-espace
vectoriel de E stable par f, on définit F; = F'N E;. D’aprés le lemme des noyaux, on a E = @;_, E;

et les projecteurs associés (m;) sont dans K[f]. En particulier, F' est stable par m; pour tout i et on
En effet, comme 7; polyndéme en f et que F est stable par f, on a que 'image de

d’un élément x de F' par m; est une somme d’éléments de F car f*(x) € F et donc
on a bien que m;(x) € F.

a donc F = @;_, F;. Or, pour tout i, F; est stable par g; donc il existe W; un sous-espace vec-
toriel de E;, supplémentaire de F; dans E;, stable par g;. On pose alors W = @._, W; qui est
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stable par f ( car W; stable par fiz, = ¢; ) et qui est un supplémentaire de F' dans E ( car
E=FE&. 0ok =FaecWMae.oFoW,)=Fo.oFheoWo.eoW.=FaW ). Onen
déduit que f est semi-simple. O

Il nous reste donc a vérifier que si puy = Q¢, alors a = 1 est équivalent a f semi-simple. Cela

prouvera que 'on a pas de facteur carré.
En effet, application f|g, a pour polynome minimal P. Il suffit donc de vérifier

que chaque f tel que py = Q soit semi-simple ssi o = 1.

Proposition 5 : Supposons que py = Q% ot () est un irréductible de K[X]| et a € N*. Alors
f est semi-simple si et seulement si o = 1.

Démonstration : Supposons que f est semi-simple : comme le sous-espace vectoriel Ker(Q**(f))
est stable par f, il existe G un sous-espace vectoriel de E, stable par f tel que E = Ker(Q* !(f))®G.
En particulier, G est aussi stable par Q(f) ( comme F par 7; ), et on a Q(f)(G) C Ker(Q**(f))
car, pour tout x € GG, on a

Q"M (NQU)() =Q*(f)(x) =0

Ainsi, on a Q(f)(G) € GN Ker(Q*'(f)) = 0 car ces espaces sont en somme directe. En d’autres
termes, on a donc prouvé que G C Ker(Q(f)). Or, comme Ker(Q'(f)) € Ker(Q™(f)) ( car
Q) (z) = Q(N(Q(f)(z)) =Q(f)(0)=0), on adonc GN Ker(Q'(f)) = G pour tout i > 1. Par
minimalité de p, on a Q" '(f) # 0, d’ou G # {0} ( de par la somme directe ).
On a donc d’une part G N Ker(Q* '(f)) = {0} car ils sont en somme directe, et d’autre part
GNKer(Q(f)) =G # 0 pour tout i > 1, donc on a a« — 1 =0 et donc a = 1.

Supposons maintenant que py = @ avec () irréductible, et soit F' un sous-espace vectoriel de £
stable par f. Si F' = E, alors il suffit de prendre comme supplémentaire G = {0} qui est bien
stable par f. Sinon, on considére z ¢ F' et on définit F, le sous espace monogéne engendré par x,
c’est-a-dire

Ey = Vectg ((f*(2))pen) = {P(f)(2) : P € K[X]}.

Cet espace est stable par f, et on va montrer qu’il est en somme directe avec F' : soit y € F' N E,,
et soit P € K[X] tel que y = P(f)(z). Comme pus est irréductible, on a K[f] = K[X]/u;K[X] qui
est un corps. Si P(f) # 0, il existe R € K[X] tel que R(f) o P(f) = Id et donc R(f)(P(f)(x)) = x.
Or, comme F est stable par f et que y € F, alors R(f)(y) € F, d’ott € F ce qui est absurde. On
a donc P(f) =0, doty =0 et F et E, sont bien en somme directe.

Pour conclure, il suffit de construire de maniére itérative une séquence d’éléments x4, ..., z, tels que
pour tout i,x; & F Uj <; Ez;, qui sera nécessairement finie car F est de dimension finie. D’aprés ce
qui précede, on aura E,, en somme directe avec FUJ.Q. E,;, ce qui prouve que FE = F@?_ | E,,.
On pose alors G = @!_, E,, qui est stable par f et qui est un supplémentaire de F dans E, ce qui
prouve la semi-simplicité de f.



